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1. Introduccion

La salud en las finanzas publicas continta representando un pilar
para el desarrollo econdmico del pais. Desde hace algunos anos,
los mayores ingresos por la renta petrolera se han venido canalizando
a varias iniciativas entre las que destacan el sector educativo. Sin
embargo, la presion que representa el aumento en los precios
internacionales de la gasolina y los alimentos, obliga a los gobiernos
a revisar su gasto operativo, incorporar programas de austeridad y
al mismo tiempo continuar salvaguardando el beneficio social.

Lo anterior puede lograrse en parte a partir de la adopcién de
tecnologias de informacion y el desarrollo de modelos matematicos
que pronostiquen el comportamiento de variables de interés en
organismos del sector publico. Un mejor prondstico de la demanda
de servicios educativos representa un mejor nivel de servicio y
menores costos.

El caso de estudio presentado en este articulo se desarrolla
en el Instituto Nacional para la Educacion de los Adultos (INEA), el
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cual es la instancia del gobierno de México encargada de educar a
personas mayores de 15 afos que no han completado
satisfactoriamente sus estudios de primaria y/o secundaria. Desde
principios del afio 2000, el INEA ha llevado a cabo un rediseno del
modelo educativo de primaria y secundaria, hasta llegar a lo que se
conoce como el Modelo de Educacioén para la Vida y el Trabajo
(MEVYT). La implantacién de este nuevo modelo educativo finalizé
en diciembre del 2004. Como consecuencia de la introduccion de
este modelo es necesario programar la compra de grandes
cantidades de libros (modulos) para satisfacer la demanda de los
nuevos alumnos que se han estado incorporando al MEVyT. Es
relevante mencionar que desde el afio 2005 se asignan mas de 300
millones de pesos anuales para la produccion vy distribucion de
alrededor de 5 millones de mdédulos individuales de estudio; la
cantidad total corresponde a la suma de los 42 tipos distintos de
modulos que forman parte del esquema curricular de este modelo
educativo.

La necesidad de desarrollar y aplicar nuevas herramientas
para la estimacion de la demanda es cada dia mayor, particularmente
en mercados dinamicos y sujetos a externalidades y preferencias
del consumidor, como el que representa la demanda de moédulos
educativos en el INEA (ver otro ejemplo en Kalchschmidt et al. 2006).
En este articulo se ilustra la utilizacion de un modelo basado en la
aplicacion para el pronéstico de la demanda de material educativo
para la educacion de los adultos en México, asi como el potencial de
la simulacion como herramienta para el prondstico utilizando un
modelo detallado del fenédmeno en estudio.

Luego de esta introduccion, en la seccién 2 se describen con
mayor detalle los elementos del problema de prondstico planteado
por el INEA, y los principales pasos seguidos para su solucion. En la
seccion 3 se presenta una formulacion general del modelo
Markoviano que se utilizé para elaborar los pronésticos requeridos
por el INEA, la solucién analitica de los problemas de estimacién
(puntual y de variabilidad) que se requieren resolver para construir
los prondsticos, asi como los principales resultados obtenidos al
aplicar el modelo. Este modelo se detalla en el Apéndice 1. En la
seccion 4 se presenta una metodologia de estimacion basada en
simulacion, que pudiera ser utilizada en modelos de prondsticos para
los que la obtencién de una solucién analitica no es posible, 0 es
muy complicada. Esta metodologia se detalla en el Apéndice 2.
Finalmente en la seccion 5 se discuten las principales conclusiones
obtenidas de este estudio.
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2. Descripcion del caso de estudio

2.1 El modelo educativo MEVyT
El Modelo de Educacion para la Vida y el Trabajo (MEVyT) contempla
las etapas de educacién primaria y de secundaria. La etapa de
educacion primaria se compone de 2 niveles, elinicial y el intermedio,
mientras que la etapa de educacién secundaria se compone
solamente por el nivel avanzado. Cada nivel tiene un cierto nimero
de modulos basicos que se tienen que aprobar obligatoriamente.
Ademas, en la primaria se deben de cursar 2 moédulos diversificados
y otros 4 en la secundaria, estos ultimos son mdédulos que el
educando puede escoger dentro de una serie de temas posibles.
En resumen, el educando debe acreditar 18 modulos basicos ademas
de 6 modulos diversificados, sumando un total de 24 médulos (ver
Fig. I).

En el MEVyT se puede acreditar un médulo bajo alguna de las
tres modalidades siguientes: (i) examen final, (ii) diagndstico o (iii)
equivalencia. Cuando un educando decide presentar examen final,
éste pide un médulo (libro) con todo el material que se requiere y al
final de un periodo definido presenta el examen. Si acredita por
diagnastico, el educando no utiliza libro alguno, simplemente presenta
un examen sin utilizar ningun material previo proporcionado por el
MEVYyT. Si se acredita un modulo por equivalencia, significa que el
alumno ya curs6 hasta un afio en particular en la primaria o en la
secundaria y le revalidan un numero estandar de materias. Otra
manera de acreditar mediante equivalencia ocurre al traspasarse
educandos del modelo educativo anterior al actual. Una descripcion
mas detallada del MEVyT puede consultarse en Detta (2006).

FIGURA I: MODULOS EDUCATIVOS DEL MEVYT
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2.2 Definicién del problema

El estudio que se reporta tuvo su origen en la necesidad del INEA por
resolver sus problemas de operacion y planeacion derivados de la
falta de una metodologia sustentada para estimar la demanda de
libros afo con afo. Esta problematica se vio reflejada en una
inadecuada planeacién y control del inventario, problemas de abasto
y en muchos casos de exceso en la compra de material.

Para resolver esta situacion se propuso generar una
metodologia que contemplara las caracteristicas especificas del
sistema (informacion disponible, preferencias del educando, planes
regionales) y que permita construir un prondéstico adecuado de la
demanda de moddulos con un valor esperado y una medida de
variabilidad. Ademas, seria deseable que los resultados que se
generen al aplicar la metodologia para el prondstico de la demanda
arrojen una variabilidad relativamente baja con el fin de generar un
prondstico mas preciso.

2.3 Informacién de base

Con el objetivo de pronosticar lademanda de libros para el afio 2005,
se dispone de informacion consistente solamente paralos afios 2003
y 2004, lo que constituyd una limitante para el modelo de pronéstico
desarrollado. Por otro lado, también se consideraron otros factores
como el periodo, el horizonte y el intervalo del pronéstico (Montgomery
y Johnson 1990). El periodo del prondstico es la unidad basica de
tiempo en la que se hace el prondstico, para este caso, ya que la
informacioén es anual, el periodo del pronéstico sera en anos. El
horizonte que considera el prondstico es solamente de un afo debido
a lafalta de informacion de anos anteriores, y el comportamiento de
la demanda en el afio anterior sera determinante para pronosticar el
comportamiento del afo posterior. Por ultimo, el intervalo del
prondstico es el periodo de tiempo con el que el prondstico se realiza,
y se propone que éste sea anual, ya que la planeacion de la
produccioén e inventarios del INEA se realiza anualmente.

La informacion recabada para la estimaciéon de la demanda
esta conformada por millones de registros que requerian ser
analizados para asegurarse de filtrar las posibles inconsistencias,
errores y omisiones que suelen aparecer en bases de datos. Esta
actividad se llevo a cabo a partir del analisis del tipo de formato y
campos de la base de datos asi como un analisis de consistencia,
gue se detallan a continuacion. Es conveniente mencionar, que tanto
la informacién contenida en la base de datos como los programas
para el analisis de consistencia de la informacion, seguiran
enriqueciendo la informacion disponible en el futuro, por lo que es de
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esperar que el modelo de prondstico actual (descrito en la seccion
3.1) mejore en detalle y complejidad para incorporar la nueva
informacion disponible.

Anélisis del tipo de formato y campos de la base de datos del
INEA

El INEA proporcion6 una base de datos con informacion histérica
proveniente de su Sistema Automatizado de Seguimiento y
Acreditacion (SASA). Este sistema registra, da seguimiento,
retroalimenta, califica, acredita y certifica a todos los adultos que
atiende el INEA. Al iniciarse el estudio, el SASA contaba con mas de
7 millones de registros, cada uno de los cuales contiene los siguientes
campos de informacién:

(1) Identificaciéon del educando (RFE), (2) Clave de la delegacion
geografica, (3) Clave de la zona geografica dentro de la delegacion
geografica, (4) Clave del examen, (5) Clave del nivel, (6) Clave del
modelo educativo, (7) Clave del modulo, (8) Variable que indica si el
modulo fue acreditado, (9) Fecha de aplicacion del examen, (10)
Clave del motivo de cancelacidon y (11) Fecha de la cancelacién de
la calificacion.

Pruebas de consistencia de la informacion
Se desarrollé un programa en Visual Basic for Aplications (VBA) desde
una hoja de calculo (Excel) para poder depurar y manejar la bases
de datos con la informacion indicada anteriormente. Dicho programa
toma la informacion desde la base de datos en un archivo de texto, y
aplica diversas reglas para determinar que los registros del archivo
sean consistentes. Como resultado del analisis de la base de datos
se detectd que aproximadamente el 2% de los datos mostraban
errores y por lo tanto no se tomaron en cuenta. Estos son algunos
ejemplos de los errores mas comunes:
Error Tipo 1
El estudiante aprobd el mismo modulo dos veces, pero en zonas
diferentes. Por ejemplo:

AAAC6612082E4,1, AGUASCALIENTES,1,2,50,B2ELE,SI,01/
16/02,DG,DIAGNOSTICO

AAAC6612082E4,1, AGUASCALIENTES,2,2,50,B2ELE,SI,09/
14/04,DG,DIAGNOSTICO

Error Tipo 2

Se cargo dos veces la revalidacion de un moédulo. Por ejemplo:
AABM750126D32,1, AGUASCALIENTES,1,3,77,B3EHE,SI, 11/

26/03,EQ,EQUIVALENCIA
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AABM750126D32,1, AGUASCALIENTES,1,3,77,B3EHE,SI, 11/
27/03,EQ,EQUIVALENCIA

3. Modelo de pronéstico para el INEA

Una alternativa explorada inicialmente para el prondstico de la
demanda de libros de cada mdédulo fue el analisis de regresién,
considerando como variable dependiente la demanda de un modulo
en el afio correspondiente, y como variables independientes la
cantidad de estudiantes que aprobaron cada médulo en el afio
anterior. Considerando datos agregados para 32 diferentes
delegaciones, y seleccionando las variables independientes mas
importantes (se usé el procedimiento stepwise, ver Draper y Smith
1998), se obtuvieron los grados de libertad necesarios para estimar
los coeficientes de regresion. La regresion es un procedimiento
estandarizado que se utiliza frecuentemente para construir un
prondstico. Sin embargo, muchos de sus supuestos son dificiles de
corroborar en la practica y se sabe que la funcion lineal a menudo es
una aproximacion de la funcién verdadera. Con base en estas
premisas, se decidié proponer un modelo que tome en consideracion
gue los médulos tomados por un estudiante en un aio determinado
son un buen indicador de si el estudiante decide tomar o no un médulo
determinado en el siguiente afio. El modelo propuesto es un modelo
Markoviano sencillo cuya formulacién general se presenta en el
Apéndice 1. La simplicidad del modelo propuesto ha permitido la
obtencion de expresiones analiticas para el pronéstico (puntual y de
variabilidad) con este modelo, mismas que se presentan en el
Apéndice 1. Posteriormente en las secciones 3.1y 3.2 se presentan
los detalles de la implantacion del modelo y un resumen de los
resultados mas importantes.

3.1 Definicion de los estados considerados en el modelo del INEA
Al analizar los datos de la base de datos, se consideraron tres tipos
de estado inicial para los estudiantes del afio por pronosticar: los
gue corresponden a los educandos que han aprobado un modulo
por examen final (Tipo 1), los que corresponden a los educandos
que han aprobado médulos por diagndstico y equivalencias (Tipo 2)
y los que corresponden a estudiantes nuevos o que no han aprobado
ningun maodulo (Tipo 3).

Estados Tipo 1
Estos estados se identifican por los médulos aprobados por el
educando por examen final en el afio . Por ejemplo, i={49,52} significa
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que el educando aprobd los médulos 49 y 52 en el ano inmediato
anterior al prondstico.

Estados Tipo 2

Debido a que los estados Tipo 1 excluyen a los educandos que
aprobaron sélo por diagndstico o equivalencia, se agregaron al
sistema 13 estados nuevos que incorporaban a estos educandos,
considerando criterios relacionados con el numero de médulos
aprobados y nivel del educando.

Estado Tipo 3

Ademas de los 13 estados anteriores, se incorporé uno adicional
gue incluye a los educandos que son nuevos. Este estado incluye
tanto a las personas que no han tenido actividad, pero que si
demandaron un moédulo el afo siguiente, como a los educandos
nuevos, y se pueden identificar como los educandos que no han
aprobado ningun médulo en un ano, pero tienen actividad el afio
siguiente.

3.2 Implementacion del modelo

Para la implementacion del modelo de pronéstico del INEA, el periodo
t es el afio 2004 y el periodo t+1 es el afio 2005. Para estimar los
parametros del modelo, es decir, las probabilidades p,, p,..., p,
de demandar un modulo dependiendo del estado del estudiante, se
utilizaron las bases de datos de los afios 2003 y 2004.

Se obtuvieron 593 estados diferentes (incluyendo los 14
estados tipos 2y 3) a partir de los datos observados en el 2003. Con
los estados ya definidos el paso siguiente fue contar cuantas
personas habia en cada estado y estimar las probabilidades de
compra para cada modulo. Por otro lado, se observo si existian
estados adicionales en el 2004, diferentes a los ya contabilizados,
encontrandose que solamente habia 2 estados adicionales que
contenian a 9 personas en total. Por esta razén, no se tomaron en
cuenta los estados adicionales del 2004, ya que las personas
contenidas en ellos correspondian a menos del .0001% del total del
sistema.

El modelo descrito en el Apéndice 1 se aplico para pronosticar
la demanda de cada uno de los 36 modulos mas importantes del
MEVYT , y en cada una de las 32 delegaciones que cubre el programa.
En cada caso se produjo un prondstico puntual de acuerdo con (7) y
su correspondiente medida de variabilidad de acuerdo con (8). Como
se menciond al inicio de la seccion 3, inicialmente se probd la
generacion de prondsticos usando analisis de regresion y el
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procedimiento stepwise para seleccionar las variables relevantes,
por lo que en la Figura |l se muestra una comparacion de los
prondsticos puntuales para una delegacién, cuyos resultados son
un ejemplo tipico de lo ocurrido en las otras delegaciones. Como
puede apreciarse, los prondsticos puntuales son similares en la
mayoria de las delegaciones, excepto por algunos casos (e.g. 55,
70,77, 78), donde los valores de las variables independientes en el
modelo de regresion para esta delegacion se encontraron lejos del
promedio.

FIGURA Il: PRONOSTICOS PUNTUALES POR REGRESION Y
POR MODELO INEA
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En la Figura lll se muestra una comparacion de las medidas de
variabilidad del prondstico puntual obtenidas por regresién y por el
modelo descrito en el Apéndice 1, respectivamente. Con el objetivo
de uniformizar unidades se esta reportando la desviacién estandar,
es decir la raiz de la varianza definida en (8) para el modelo INEA, y
la conocida desviacién estandar del prondstico de un valor particular
para el analisis de regresion (ver por ejemplo, Montgomery y Johnson
1990). Como puede apreciarse en la Figura lll, las medidas de
variabilidad que proporcionan los diferentes métodos de pronéstico,
confirmando en este caso que el modelo INEA no sdlo tiene una
mejor explicacion a partir del fendmeno en estudio, sino que las
estimaciones puntuales son mas precisas.
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FIGURAIll: MEDIDAS DE VARIABILIDAD POR REGRESION Y
POR MODELO INEA
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4. Estimacion de parametros usando simulacién

Como demuestran los resultados mostrados en la seccidn anterior,
la construcciéon de un modelo mas detallado del fendmeno en estudio
puede no soélo tener mas sentido, sino que la estimacion puntual
puede ser mas precisa, por lo que es de esperar que en el futuro se
pueda proponer un modelo mas detallado (y complejo) a medida
que incremente y se incorpore la informacion disponible en la base
de datos. Considerando que un modelo mas complejo podria dificultar
la obtencion de una solucidn analitica para el pronéstico puntual y/o
de variabilidad, se desarrollé6 un marco que permite estimar las
medidas de prondéstico (4) y (5), bajo condiciones muy generales,
utilizando simulacion. Los detalles del marco se presentan en el
Apéndice 2. Este marco puede ser muy util cuando la complejidad
del modelo de prondstico no permite la obtencion de expresiones
analiticas. Aprovechando también los resultados analiticos del modelo
INEA, se presentan algunos resultados experimentales que confirman
la validez de la metodologia de estimacion por simulacion.

Con el objetivo de ilustrar el desempenio de los intervalos de
confianza asintoticos propuestos en (12), en las tablas 1y 2 se
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presentan algunos resultados experimentales obtenidos con datos
de prueba correspondientes al modelo INEA. Es conveniente
mencionar que en Detta (2006) se presentan resultados de
estimaciones por simulacién de r(x,) y V (x,), utilizando los datos
reales del SASA, y el método del bootstrap paramétrico discutido en
Cheng y Holland (2004).

En los cuadros 1 y 2 se reportan resultados de 1000
repeticiones de procedimientos de estimacién a través de intervalos
del 95% de confianza, cada uno con diferente nimero de repeticiones
por experimento (m =100, 500 y 100). En todos los experimentos se
considero el modelo descrito en §3.1, con k=5 estados, n=i,y r=10-
i, i=1,..,5, que de acuerdo con (7) y (8) proporcionan r(x,) y
V(x,)=17.628. El conocimiento del valor de los parametros permiti¢
calcular la fraccion de veces que el intervalo cubrié al parametro
(cubrimiento empirico), asi como el sesgo y el error cuadratico
promedio empiricos. El ancho medio corresponde a la mitad del ancho
del correspondiente intervalo de confianza, definido en (12).

Cuadro 1: Desempefio de intervalos del 95% de confianza para r(x )

m Cubrimiento Ancho Medio Error Cuadratico | Sesgo
Empirico | Promedio | Des. Est. Promedio

100 0.956 0.818 0.058 0.164 -0.020

500 0.946 0.367 0.011 0.036 -0.014

1000 0.945 0.259 0.006 0.018 -0.006

Cuadro 2: Desempefio de intervalos del 95% de confianza para v(x )

m Cubrimiento Ancho Medio Error Cuadratico | Sesgo
Empirico | Promedio | Des. Est. Promedio

100 0.93 4.792 0.893 6.189 -0.045

500 0.959 2141 0.173 1.126 0.020

1000 0.943 1.516 0.092 0.598 -0.054

Los datos reportados en los Cuadros 1y 2 muestran que se obtuvo
una convergencia muy rapida, tanto para la estimacion de r(x ) como
de v(x ), ya que con so6lo 100 repeticiones por experimento se
encuentran cubrimientos empiricos muy cercanos al nominal de 0.95.
Por otro lado, los anchos medios tienden a reducirse a medida que
se incrementa el nUmero de repeticiones por experimento, asi como
el error cuadratico promedio y el sesgo, confirmando la consistencia
de los procedimientos de estimacion.
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5. Conclusiones

La aplicacion de tecnologias de informacion (T1) y la investigacion de
operaciones en entidades de la administracién publica federal
representan una oportunidad para lograr un gasto publico eficiente y
aumentar el beneficio social.

Lo anterior quedo ilustrado con un caso de éxito relacionado
con el Instituto Nacional para la Educacion de los Adultos (INEA). En
particular, se mostré el desarrollo de un modelo basado en la
aplicacién para el pronéstico de la demanda de material educativo
para la educacion de los adultos en México. Asimismo, se
aprovecharon las bondades de las tecnologias de informacion para
analizar una base de datos con mas de siete millones de registros y
la aplicacién de la simulacion como herramienta para el prondstico
utilizando un modelo detallado del fendmeno en estudio.

Es importante mencionar las implicaciones de la aplicacién
del modelo y del uso de las Tl en el INEA y consecuentemente, en
las finanzas publicas: se han identificado ahorros superiores a los
75 millones de pesos, una mejora en el nivel de satisfaccion,
reportado por las entidades estatales y sobretodo un mayor nimero
de educandos satisfechos lo cual repercute en un mayor numero de
adultos en el sistema educativo. Una poblacion mas educada es
también un camino para la justicia social. Si bien, este modelo no
resuelve un enorme numero de problemas educativos si sirve para
atender de mejor manera a los millones de mexicanos adultos que
estan en busca de una mejor educacion.

El caso que se reporta puede ser aprovechado para solucionar
problemas similares de prondstico de la demanda en otros
organismos de la administracion publica. Este modelo constituye la
solucion de un problema real de prondstico utilizando tres fuentes
de informacion: (i) una base de datos con millones de registros y
con duplicidades e inconsistencias en su contenido, (ii) opiniones
subjetivas vertidas por los responsables de la educacién para adultos
en varias zonas geograficas del pais, y (iii) las preferencias del
consumidor y las restricciones de disefio que forman parte de un
plan de educacion para adultos.

Finalmente, se pueden establecer las siguientes conclusiones
para el caso del la aplicacién desarrollada para el INEA:

-Los prondsticos usando el modelo INEA proporcionaron una
variabilidad menor que la regresion lineal, lo que muestra que un
modelo detallado no sélo puede tener una mejor interpretacion para
el fendbmeno en estudio, sino que puede también proporcionar
prondsticos mas precisos.
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-Tanto el modelo INEA como el andlisis de regresién arrojan
prondsticos puntuales similares, al parecer los valores de la regresiéon
difieren de los del modelo INEA en algunos casos, coincidentemente
esto ocurre cuando la demanda es alta, lo que puede atribuirse a la
conocida ineficiencia del analisis de regresién cuando se trata de
hacer extrapolaciones.

-A juzgar por los resultados obtenidos con el modelo INEA
podemos concluir que el desarrollo de un modelo detallado,
considerando las relaciones particulares del fendmeno en estudio
puede ser beneficioso no sélo porque se obtiene una mejor
interpretacion del modelo sino que se puede mejorar la precision de
los estimadores. Cuando el modelo resultante es complicado, al punto
de no permitir una solucion analitica para las medidas de pronéstico,
se puede utilizar el procedimiento de estimacion propuesto en §4,
gue permiten obtener estimaciones consistentes para las medidas
de pronéstico.

-Los resultados de la seccidon 4 muestran que una pequefa
variante del método tradicional de repeticiones permite estimar los
parametros (puntual y de variabilidad) que a menudo requiere un
prondstico. La unica modificacion requerida es que en cada repeticion
del experimento, en lugar de mantener fijo el valor de los parametros
del modelo, éstos se muestrean de la distribucién posterior. El
procedimiento resultante permite obtener estimadores consistentes,
cuyos valores se aproximan a los de sus correspondientes
parametros a medida que crece el numero de repeticiones del
experimento por simulacién. Se muestra ademas cémo se pueden
calcular intervalos de confianza asintéticos, cuyo ancho medio tiende
a cero, y que permiten establecer si los estimadores obtenidos tienen
la precision deseada o si se requiere de un mayor numero de
repeticiones del experimento por simulacion.

- Por ultimo, la utilidad de las metodologias propuestas en este
articulo estan intimamente ligadas a la capacidad del modelo detallado
para imitar el sistema real, la cual dependera de una buena eleccién
de los parametros, como de los componentes aleatorios del modelo,
los que indudablemente dependen del problema particular por
resolver. Es justamente en esta area, la busqueda de modelos y
aplicaciones particulares de los mismos, en la que se encuentra el
mayor potencial de investigacion relacionada con las metodologias
propuestas en este articulo.
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APENDICE 1

Formulacién del modelo Markoviano para la estimacion de la
demanda

Sea X={X :n=0,1,...} una cadena de Markov con un numero finito de
estados en E={1,2,. .., k} Supdngase que al tiempo t existen n indi-
viduos cuyo estado es conocido, y el cambio de estados (al tiempo
t+1 ) de cada individuo obedece a la cadena de Markov X. Cuando el
individuo / esta en el estado X', al tiempo t+1, su demanda por
cierto articulo puede ser vista como una funcion (X', ) de su estado,
y aunque en un caso general sera suficiente que la funcion fsea no-
negativa, para el caso de INEA requerimos que:

. 1, siie€A,
fli)=
0, deotraforma,

donde 4 c F es el conjunto de estados en los que el individuo solici-

ta el médulo cuya demanda se desea pronosticar. Nuestro interés
radica en pronosticar la demanda total del médulo al tiempo t+1:

W= ,z_zf(XtIH)

(1)
Dado que en este caso se conoce el estado de cada individuo al
tiempo ¢, el prondstico de w dependera de las probabilidades p, de-
finidas por:

po=Pr(xl)=1x! =il= 3 Plx., = jx! =]

Jjed

. (2)
ie Et=1,2,...,I-1,2,...n, y dado que el valor de estos parametros es
desconocido, se adoptara un marco Bayesiano (ver por ejemplo,
Bernardo y Smith, 1994) para pronosticar w, denotando

0= (pl s Daseos Dy ) y asumiendo la existencia de una funcién de den-
sidad a priori p(e)que es positiva sélo en

P={0=(p,,py>-...p,):0< p, <Li=1,....k}. Lainformacion sobre
@ proviene del registro del comportamiento de la poblacién de indivi-
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duos en periodos anteriores, y se puede resumir en un vector de
datos x, = (nl,rl,nz,rz, nk,rk) que resulta de observar que de n
individuos que estaban en el estado ; ¢ £ en algun periodo, r, de-

mandaron el articulo al siguiente periodo (y n, —7, nolo demanda-
ron). La funcién de verosimilitud resulta:

L(XO‘Q) HP, )

donde @ y x, son como antes. Con el objetivo de obtener una
densidad posterior que tenga un efecto minimo del prior (en relacion
a los datos), asumiremos un prior p(@) no informativo. En nuestro
caso, la matriz de informacién correspondiente a la verosimilitud

L(xo\e) satisface las condiciones del Corolario de la Proposicion 5.30
de Bernardo y Smith (1994), y en consecuencia p(@) corresponde
a la densidad conjunta de k variables independientes, donde p se

distribuye como Beta(l/2,1/2) , 'y la correspondiente densidad pos-
terior resulta:

n,—1;—1/2

k
r—1/2
p@)L(xO‘H) _ E[pz (l_pz)

J, PO)Lx,[6) ﬁB(ri +1/2,m, —7,+1/2)
i=l1

3

P(e‘xo)z

)

Oe P, donde B(a,p)=T(a)(B)/T(a+p) . para a,B>0.Es
decir, la distribucion posterior de los parametros p,, p,,..., p, CoO-
rresponde a la distribucion de variables independientes, donde p, se
distribuye como  Beta(r, +1/2,n, —r,+1/2).

Como prondstico puntual para la demanda se propone la esperanza
condicional:

r(x0)= EWlx,|= [ 5 (0)p(6lx,)do
, 4)

donde 7(0)= E[W\@ = 6] , Yy como medida de variabilidad la varianza
condicional:
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V(x,)= E[W ‘xo] E W‘xo]Z J. (0 H‘xo)dﬁ

(5)
donde v, (9) = E[Wﬂ@ = 0]. Apartirde (1)-(2) se puede verificar que:
k k k
rl(a)zznitpi , rz(g)zznizpi+2 ny +z "y PiPj
i=1 i=1 i=1 i#j

. (6)

donde n, es el numero de individuos que estan en el estado / al

tiempo t,y r(¢), () son como en (5)-(6), por lo que no es dificil
comprobar que los estimadores puntuales y de variabilidad propues-
tos en (4)y (5) resultan:

k
= Znitp[’

i=1

(8)
donde p, =(r,+1/2)/(n, +1) .
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APENDICE 2
Marco tedrico de la metodologia de estimacion por
simulacién

1. Marco tedrico

Sea 7 ={Z(s),s >0} el proceso estocastico (con valores en 3¢ ) que

representa la evolucion de las variables de estado, y que constituyen
la salida del modelo cuando se utiliza la simulacion como herramienta
de prondstico. Nétese que este marco incluye procesos estocasticos
en tiempo discreto como el modelo INEA, si se permite que
Z(s)=z(\s]), donde |s | denota a la parte entera de s. Debido a que
se desea pronosticar una variable de respuesta de estado transito-
rio, se denota al tiempo de corrida por 7,y por W =g(Z(s)0<s<T) a
la variable de respuesta que se desea pronosticar, asumiendo que
7 €es un stopping time (ver Karatzas y Shreve, 1991) con respecto
del proceso z.

Como ocurre a menudo en los modelos para pronéstico, la
salida del modelo de simulacion depende de un vector de parametros
desconocidos @, algunos de los cuales pueden caracterizar a los
componentes aleatorios (Chick 2001, Zouaoui y Wilson 2003, Mufioz
2003) del modelo. Debido a que se desea incorporar incertidumbre
paramétrica, el vector de parametros es una variable aleatoria @,y
@ e pdenotara a un valor particular para el parametro, donde p es el
espacio de parametros.

Se dispone de informacion (datos) sobre los parametros del
modelo, que consiste de un conjunto de observaciones

x, =(x,,x,,....x,) que da lugar a la funcién de verosimilitud L(xo\ﬁ)
(ver Bernardo y Smith 1994). Si p(@) es la funcién de densidad a
priori para el parametro @, entonces la funcion de densidad poste-
rior (dada la informacion x,) para el parametro @ resulta:
P(O)L(x,0)
P(O)L(x,|0)do’

9)

para x;=(x;,x,,....x,)eR" y Oe P. Notese que la existencia

p(@‘xo) = I

de p(ﬁ) no es restrictiva, ya que si se desea considerar solo la infor-
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macion muestral, se puede utilizar una densidad a priori no informa-
tiva (ver Bernardo y Smith, 1994). Asi por ejemplo, si la distribucion

no informativa p(&’) es constante, a partir de (9) vemos que:

L(x,|0)
Ox )= 7
P(Ox) j L(x,|0)d0’

P

(10)
siempre y cuando J.PL(XO‘Q)G'Q <o,

Se asume que la informacion X, esindependiente del experimento
por simulacién, por lo que, si h(Mxo,H) y h(MH) denotan alas funcio-
nes de densidad (probabilidad en el caso discreto) condicionales de
la variable de respuesta w (dados [XO =X,,0= 8] y [@ = 19] res-
pectivamente), entonces:
Hufxo.6)=h(w6) ,
para weR, xo =(x;,x5,...,x,)eR" , Y OeP.
En suforma mas general, el prondstico para la variable de respues-

ta esta caracterizado por su funcion de densidad h(w\xo) (dadala

informacioén muestral [XO = xo]), aunque en la practica un pronos-

tico se expresa a través de estimadores puntuales y de variabilidad,
por lo que es de interés la estimacion (por simulacion) de los

parametros ”(xo) y V(xo) definidos en (4) y (5), respectivamente.

El parametro r(xo):E[W\XO :xo] se propone como pronéstico
puntual para la variable de respuesta w , mientras que la varianza
V(xo) es una medida de variabilidad clasica.

2 Metodologia de estimacion por simulacién

En la Figura 4 se presenta un algoritmo para estimar por simulacion
el prondstico puntual (4) y la varianza del pronéstico (5). El procedi-
miento que se presenta esta basado en el algoritmo propuesto en
Chick (2001), adaptado a la notacion introducida en §4.1, y con al-
gun calculo adicional para establecer intervalos asintéticos. Debido
a que las observaciones de la variable de respuesta w que se gene-
ran en el algoritmo de la Figura 4 son independientes e idénticamente
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distribuidas, es consecuencia directa de la Ley de los Grandes Nu-
meros (ver por ejemplo, Chung, 1974), que los estimadores 7, (xo)

y sz son estimadores consistentes para r(xo) y V(xo), respectiva-

mente, es decir, se aproximan a sus parametros a medida que el
numero de repeticiones m crece. La consecuencia practica de esta
propiedad es que utilizando simulacion se puede estimar las medi-

das de pronostico r(xo) y V(xo) con la precision deseada,

incrementando el niUmero de repeticiones del experimento por simu-
lacion.

Debido a que el numero de repeticiones adecuado para obte-
ner una precisién deseada, en general, depende del problema, es

necesario medir la precision de los estimadores 7, (xo) y sz, lo

cual a menudo se logra estableciendo intervalos de confianza
asintéticos (ver por ejemplo, Shedler, 1993). Debido nuevamente a
gue las observaciones de la variable de respuesta son independien-
tes e idénticamente distribuidas, se puede probar (ver Serfling, 1980),
que:

Jmlr, (x,) = r(x,)] Jmls,? =V (x,)
e N(0,1), and s = N(0,1),
(11)

a medida que m — oo , donde “= " denota convergencia en distribu-

cion, N(O,l) Y X(-1) denotan distribuciones normal estandary Chi-

cuadrado con ;; —1 grados de libertad, respectivamente.
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Figura IV. Estimacién de medidas de desempefo utilizando
simulacién

For j=1 to the mumber of replicati ons m:
a. Fenerate (independently) a value .E'J-b}?
sattipling ftom P (51 i )
b. Run (independently) a sitid ation
expetiment with =8 toobtan:

W, =gl Hs10=s2T)

End Loop .
i ot .‘r’[xuj=—ZWJ.,
i
oA St gpe, LB
o —mg[ﬁifl J‘H(IDTJ]!,J‘H m_4jz_;[ﬁif: rm[xnj]“

A partir de (11) se puede concluir que:
) S :
) T ,

oS * s

S - Nom _ Fm o2 N'm  Fm
m Zila \/E P T Z g M , (12)

son intervalos asintéticos del (1-a)100% de confianza para (x,)
y V(xo), respectivamente, donde z, y (.4 denotan al g -

cuantil de las distribuciones N(O,l) Y X(m-1), respectivamente.
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